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Augemeine Theorie des eutektischen Wachstums

Andreas Ludwig, GieBerei-Institut der RWTH Aachen

Einfiihrung . . ; L ; ,
Die wohl bekannteste Arbeit zur Theorie des eutektischen Wachstums ist die klassische Arbeit von

Jackson und Hunt (JH-Modell) [1]. Zur Bestimmung des lokalen Diffusionsfeldes vor einer ebenen
cutektische Front die mit einer konstanter Geschwindigkeit V wichst, schlugen sie einen Fourierrei-
hen-Ansatz der Form

5 la
C(X, Z) = CN e BO e_?'Z”C + ZBn e_ZFnZ”c COS(ZHTC)‘LE) ( )

n=1

mit Fn=%[1+,/1+(%)2] fiir P # 0 (1b)

vor. Hier bezeichnet C, die Ausgangskonzentration der Schmelze; Ic := 2D/V die Diffusionsldnge;
D den Diffusionskoeffizienten in der Schmelze; Pg := Ag/lc die Pécletzahl; und Ag den mittleren
Lamellenabstand. Das mitbewegte Koordinatensystem ist so gewihlt, daB sich die ebene Front bei
7z =0 befindet. Dieser Ansatz erfiillt sowohl die Differentialgleichung als auch die Fernfeldbedin-
gungen. Entsprechend den allgemeinen Eigenschaften von Fourierkoeffizienten bestimmten Jackson
und Hunt die Koeffizienten B, durch Multiplikation des Ansatzes (1a) und der beiden FluBbilanzen
mit cos(2imx/Ag) und anschlieBende Integration iiber ein Lamellenpaar. Dabei nahmen sie an, daf3
der Konzentrationssprung an der o- bzw. der B- Lamelle ACy,, bzw. ACL, unabhingig vom Ort x ist
und dem Loslichkeitsunterschied zwischen Festkorper und Schmelze bei der eutektischen Tempe-
ratur Tg entspricht: AC, , = ACE bzw. AC, 4 =AC§. Als weitere Einschrinkung wird im JH-

Modell angenommen, daB die Diffusionslange groB gegen den Lamellenabstand des Eutektikums ist
(Ic >> \g). Dies ist nur bei langsamen Erstarrungsprozeen gegeben.

Mit den errechneten Fourierkoeffizienten B, bestimmten Jackson und Hunt die mittlere Schmelzen-
konzentration an der 0~ bzw. p-Lamelle. Unter Berticksichtigung der mittleren konstitutionellen und
der mittleren kapillaren Unterkiihlungen erhielten sie folgenden Ausdruck fiir die Abhéngigkeit der
mittleren Grenzflichenunterkiihlung AT: vom mittleren Lamellenabstand Ag und der Erstarrungs-
geschwindigkeit V:

<7 K
ATg = K,\VAg - P(fy,ACy) + —= (22)
Mg
™ : : 2b)
1% g Tjsin® (
mit Klzzi _1_.+L und Kz:zzm o SINY, + B B
mg|-|m o, i) (2¢)
sowie m::'——u—lu und P(fa,ACE);zzACEzsm (n7§fa)#'
.mal + "nﬁl n=1 (HTE)

Dabei bezeichnen m, bzw. m, die Liquidussteigungen der o.- bzw. B-Phase bei Tg, f, bzw. f, die re-
lativen Phasenanteile, T, bzw. T, den jeweiligen Gibbs-Thomson-Koeffizienten, und 6, bzw. 8, die

#
Entgegen der Originalarbeit von Jackson und Hunt [1] wurde hier der Faktor 2ACg aus der Konstante K, in die P-
Funktion {ibernommen.
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entsprechenden Tripelpunktswinkel. ACy = AGE +AC§ ist die Differenz der maximalen Loslich-

keiten in der o~ bzw. B-Phase. Zur Festlegung des auftretenden Lamellenabstandes gingen Jackson
und Hunt von der Giiltigkeit des Prinzip der minimalen Unterkiihlung aus. Durch Differenzieren
und anschlieBendes Nullsetzen der Gleichung (2a) erhielten sie das Skalierungsgesetz des eutekti-
schen Wachstum:

)\‘EZ V= ﬁ__i__ . (3)

K, P(fy,ACg)

Schon zwei Jahre nach Jackson und Hunt veroffentlichten Donaghey und Tiller eine Arbeit, bei der
die zwei vereinfachenden Annahmen des JH-Modells fallen gelassen wurden (DT-Modell) [2]. Do-
naghey und Tiller verwendeten den korrekten Ansatz fiir ACyL, und ACL,, also ACL,(x)=(1 -
k,) C(x,0) und ACL(x) = (1 - k) (1 - C(x,0) und lieBen damit eine Abhingigkeit der Grolen ACy,
und ACy, von x explizit zu. Dariiber hinaus verwendeten sie nicht die Néherung Ic >> Ag. Analog
zum JH-Modell multiplizierten Donaghey und Tiller den Ansatz (1a) sowie die beiden FluB3bilanzen
mit cos(2imx/Ag) und integrierten iiber ein Lamellenpaar. Damit erhielten sie das folgende unendli-
che lineare Gleichungssystem fiir die Koeffizienten Bn:

= (4a
(ag—Fy)By+ Y, ay B, =by —C.aq , )
k=1
‘ - i (4b)
a,By +1(ag +ay, —F,)B, + > 4@y + @0k )B =by —Coa, n#0,
]
mit ag = f,(1=k,)+ fy(1—ky) bzw. by:=(1-ky)fy (4c)
und an::(kﬁ—ka)w bzw. bn:=(kﬁ—1)ﬂw n#0. “d)
nrw nm

Die hier angegebenen Koeffizienten des Gleichungssystems unterscheiden sich geringfiigig von den
entsprechenden Koeffizienten in [2], da sich, wie auch schon von Trivedi und Mitautoren in [3]
festgestellt wurde, in [2] einige Rechenfehler befinden. Donaghey und Tiller gaben in ihrer Arbeit
nicht an, ob der Losungsvektor eines endlichen Teilsystems der Dimension m fiir zunehmende m
konvergiert, d.h. ob das unendliche Gleichungssystem (4a-d) tiberhaupt eine Losung besitzt. Zudem
fehlen die weiterfilhrenden Schritte, die einen Zusammenhang zwischen V, Ag und ATk in diesem
verallgemeinerten Fall aufstellen.

Trivedi und Mitautoren untersuchten die Losung des Gleichungssystem (4a-d) fiir den Spezialfall k,
= k;, also an = 0 (TMK-Modell) [3]. Sie zeigten, daf fiir diesen Fall eine zu Gleichung (2a) analoge
Beziehung zwischen V, Ag und ATk besteht und damit ein zu Gleichung (3) dhnliches Skalierungs-
gesetz fiir hohe Pécletzahlen gilt.

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wird eine V—kg-ﬁs Beziehung fiir den allgemeinen Fall (DT-
Modell mit k, # k;) und daraus ein verallgemeinertes Skalierungsgesetz fiir das eutektische Wachs-
tum aufgestellt. Dariiber hinaus wird gezeigt, dal im allgemeinen das Gleichungssystem (4a-d) eine
Losung besitzt. Fiir den Fall eines extrem unsymmetrischem Phasendiagramm wird die Losung vOT
dem Hintergrund der Ergebnisse des TMK-Modells fiir ein symmetrisches Phasendiagramm disku-
tiert.
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Allgemeine Theorie
Werden unter Benutzung des Fourierreihen-Ansatzes, Glg. (la-b), die mittleren Schmelzekonzen-

tionen an der 0~ bzw. B-Lamelle gebildet ohne die B, explizit zu kennen, so ergibt sich

tra
al P 9P ,k ,k ,Cw
CLo=C.+By+P (ur Pk by, Cr) (52)
fu
2l P :P ak ’k ,C‘Oa
CLp=C.+B, - Py o PerKa K, C.o) (5b)
Jp
mit der verallgemeinerten P-Funktion
P(f;,,PE,ka,k,J,cg::iz[Bn S‘“(“ﬂfﬂ}: (by = Co) = (ay = Fy)By (50
P W5 nrw P, (kﬁ -k,)

Die Abhingigkeit der P-Funktion von den angegebenen Parametern ergibt sich aus den Koeffizien-
ten des Gleichungssystems (4a-d). Das zweite Gleichheitszeichen gilt fiir k, # k; und folgt aus Glei-
chung (4a). Daraus ergibt sich, daB die Konvergenz der GroBe By bei sukzessiver Losung von Teil-
systemen der Dimension m zu einer eindeutigen Losung des allgemeinen Problems fiihrt.

Analog zum Vorgehen von Jackson und Hunt kann nun ein allgemeiner Zusammenhang zwischen
ATe, Ag und V aufgestellt werden:

ﬁEzKlV)\,E‘P(fu,PE,ka,kB,Cw)-f-%. ©6)

E

Diese Zusammenhang ist bis auf die Definition der P-Funktion identisch mit Gleichung (2a). Dem-
nach ergibt sich auc_h_ohne die explizite Kenntnis der B, der gleiche funktionale Zusammenhang
zwischen V, Az und ATe wie aus dem JH-Modell, nur daB3 nun die P-Funktion nicht von ACg, son-
dern von f,, k,, k, und C,_ sowie zusitzlich auch von Pg und damit implizit von V und Ag abhingt.
Wird auf Gleichung (6) das Prinzip der minimalen Unterkiihlung angewandt, so ergibt Differenzie-
ren und anschlieBendes Nullsetzen das verallgemeinerte Skalierungsgesetz:

arv=Ke 1 . ©)
K, P+ AgdP/d\g

Ergebnisse

Im Rahmen dieser Arbeit wurde das Konvergenzverhalten der allgemeinen P-Funktion durch Losen
eines endlichen Teilsystems der Dimension m des unendlichen Gleichungssystems (4a-d) unter-
sucht. Dabei wurden unterschiedliche Parametersitze getestet. Im allgemeinen besitzen die Kompo-
nenten des Losungsvektors ein gutes Konvergenzverhalten, was eine schnell konvergierende P-
Funktion zur Folge hat. Schon bei endlichen Teilsystemen der Dimension m = 20 ist eine Genauig-
keit von < 0.1% erreicht.

Mit Hilfe des Losungsvektors eines endlichen Teilsystems der Dimension m =50 wurde nun die
Abhingigkeit der P-Funktion von for PE, k,, kyund C_ untersucht. Zunéchst sei auf den Spezialfall
k=k, = ky eingegangen (TMK-Modell). Mit k = 0.001 konnte Bild 4a aus [3] und mit k = 0.999 Bild
3a aus [3] reproduziert werden. Hier wird darauf hingewiesen, daf die P-Funktion des TMK-
Modells mit 2(1 - k) multipliziert werden muB, um auf den allgemeinen Ausdruck (5c) zu kommen®.

# ;
Andererseits muf dann natiirlich der dritte Term in den Gleichungen 5a-b mit dem selben Faktor multipliziert werden.
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Entsprechend den Ausfiihrungen in [3] geht die P-Funktion fiir kleine Pécletzahlen in die p-
Funktion des JH-Modells iiber. Fiir k # 0 durchlduft sie mit steigendem Pg ein Maximum, um sich
anschliefend asymptotisch dem Wert Null zu nihern. Betrachtet man das Produkt Pg-P so geht die-
ses fiir grole Pg asymptgtisch gegen einen positiven Wert ungleich Null. Demnach ist fiir den sym-
metrischen Fall immer C, , > C, ; gegeben.

In Bild 1a ist der Verlauf der P-Funktion in Abhéngigkeit von f, fiir k, = 0.001, k;=0.9 und C_ =
0.5 sowie vier unterschiedliche Pécletzahlen (Pg = 0.001, 1, 10, 100) gezeigt. Bei Variation von C
bleiben die Kurvenformen in Bild la erhalten, allerdings steigt die Hohe der Kurven linear mit CN
(getestet C_=0.1, 0.5, 0.9). Dies gilt auch fiir die Kurve mit Pg = 0.001. Da ACg = Ce(ky- k) + (1 0_0
ky) gilt, weist die in Glg. 2¢ definierte P-Funktion des JH-Modells fiir C_ = Cg die gleiche Abhin-
gigkeit auf.
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Bild 1: (a) Variation der P-Funktion mit f, fiir k, = 0.001 und k, = 0.9, wobei P = 0.001, 1, 10, 100. Bei Variation von
C_ dndert sich nicht die Form der Kurven, sondern nur ihre Hohe (linear). (b) Verlauf der P-Funktion in Abhingigkeit
von der Pécletzahl P fiir unterschiedliche f,. Der gewihlte Wert von f, entspricht den drei Extremalpunkten der durch-
gezogenen Linie in (a).

Bild 1b zeigt die P-Funktion in Abhéngigkeit von Pk fiir die Werte von f,, bei denen die Kurve fiir
Pg =100 in Bild 1a ein Minimum oder ein Maximum hat (f, = 0.19, 0.56, 0.89). Fiir hinreichend
grofle Werte von Pg geht die P-Funktion fiir alle f, asymptotisch gegen Null. Dabei durchliuft die
P-Funktion mit steigendem Pg zunichst ein Maximum (wenn auch fiir £, = 0.19 nicht sehr ausge-
préigt) und nimmt dann monoton ab. Fiir niedrige und mittlere f, fallt die P-Funktion anschliefend
unter Null. Da entsprechend der Gleichungen (5a-b) die P-Funktion die mittlere Variation der
Schmelzenkonzentration vor der o- und der [B-Lamelle beschreibt, bedeuten negative P-
Funktionwerte eine Inversion der Konzentrationsverteilung, d.h. die mittlere Schmelzenkonzentrati-
on vor der o-Phasen ist niedriger als die der B-Phase.

Trivedi und Mitautoren diskutierten fiir den von ihnen betrachteten Spezialfall die Auswirkung ho-
her Pécletzahlen auf den Wert der Grofle XEzV [3]. Sie zeigten, daB diese GroBe fiir kleine k = k, = k;
mit steigender Pécletzahl fillt, wogegen sie fiir groBe k steigt. Da nach Gleichung (7) (P +Ae
oP /)" direkt proportional zu Ag?V ist, ist zum Vergleich in Bild 2a der Verlauf der Grofe
(P +Ag OP/0A)" als Funktion von Pg fiir die Werte von f.» bei denen die Kurve fiir Pg = 100 in

T

59

Bild laein Minimum oder ein Maximum hat (f, = 0.19, 0.56, 0.89), dargestellt. Wie bisher sind die

iteren GroBen C_ = 0.5, k,=0.001 und k, = 0.9. Wie schon fiir den Fall k, = k; in [3] gezeigt, ist
well im allgemeinen Fall die Grofie Ag”V fiir hohe Pécletzahlen nicht mehr konstant. Fiir £, = 0.19
e ]0159 sinkt der Wert der GroBe (P + Ag oP / oA)"! zunichst fiir Pg > 1, um dann bei steigender
i tnzahl gegen Unendlich zu divergieren. Jenseits dieser Singularitit sind die Werte fiir die Grofe
(P + e oP /9N negativ und damit unphysikalisch. Die Singularitit stellt also eine obere Grenze
fiir das cutektische Wachstum dar. Sie liegt fiir f, =0.19 bei Pggsing =274 und fiir f, = 0.59 bei
Plyinp= 137- Fur [, = 0.81 verhilt sich die GroBe (P + Ag 0P / 9A)" anders. Fiir Pg > 1 steigt sie zu-
néi(;hst an, durchlduft dann nacheinancller ein Maximum und ein Minimum, um dann ohne Begren-
zung zu immer hoheren Werten zu steigen.
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Bild 2: (a) Verlauf der GroBe (P + Ag 9P / 9Ag)” (siche Gleichung (7)) als Funktion der Pécletzahl Py, fiir unterschiedli-
che f,. Der gewihlte Wert von f, entspricht den drei Extremalpunkten der durchgezogenen Linie in Bild 1a. (b) Lamel-
lenabstand als Funktion der Wachstumsgeschwindigkeit, beide in willkiirlichen Einheiten, fiir £, = 0.19, 0.59, 0.81. Fiir
£,=0.19, 0.59 besitzt das eutektische Wachstum eine obere Grenzgeschwindigkeit. Zudem ist die Relation zwischen V
und Ag fiir groBe V nicht mehr eindeutig. Demgegeniiber ist das eutektische Wachstum fiir f, = 0.81 nicht nach oben
begrenzt.

Wird aus der Variation der GroBe (P + Ag OP /9A)" mit Pg nach Gleichung (7) die Abhingigkeit
des Lamellenabstandes Ag von V hergeleitet, so ergibt sich Bild 2b. Dabei wurde der Quotient
K, / K, in Gleichungen (7) und der Faktor (2D)™ in der Definition der Pécletzahl gleich eins gesetzt,
und daher Ag und V in willkiirlichen Einheiten angegeben. Fiir f, = 0.19, 0.59 existiert eine obere
Grenzgeschwindigkeit fiir das eutektische Wachstum. Hier existieren bei hohen Geschwindigkeiten
zwei Losungen, eine mit geringem Lamellenabstand (niedrige Pécletzahl-Losung) und eine mit gro-
flem Lamellenabstand (hohe Pécletzahl-Losung). Fiir £, = 0.81 existiert keine obere Grenzgeschwin-
digkeit und daher auch keine Doppeldeutigkeit fiir hohe Geschwindigkeiten.

Wie schon von Donaghey und Tiller [2] bemerkt, fiihrt der allgemeine Ansatz und auch der von
Trivedi und Mitautoren betrachtete Spezialfall k, = k, [3], grundsétzlich zu der Schwierigkeit, daB,
wenn von der Stofferhaltung zwischen der Schmelze bei z = e und dem entstehenden Festkorper
ausgegangen wird, die Phasenanteile f, und f; nicht festzulegen sind. Dies gilt auch fiir das JH-
Modell. Die gemittelten Konzentrationen im Festkorper miissen iiber eine Integration entlang der
Erstarrungsfront bestimmt werden. Fiir den Fall, daB die Verteilungskoeffizienten &, und kg sich nur
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wenig mit der an der Front auftretenden Konzentration #ndern, gilt Q,a=ka6a bzw

(1- Esﬁ) =kp(1- 5/,). Einsetzen in die Stofferhaltung, fafs’a + fBC;S,B =C,, und Anwendung

der Gleichungen (5a-b) fiir EL‘Q und q,ﬁ ergibt die erste Gleichung des Gleichungssystems (4a).

Damit liefert die Stofferhaltung keine unabhiin

ist sie tiber die FluBbilanz an der Phasengren
Modellen enthalten.

gige Bestimmungsgleichung fiir £, bzw. f,. Vielmehy
ze und die Fernfeldbedingung schon implizit in dep

K. Kassner und C. Misbah wiesen darauf hin, daf3 sich der Phasenanteil f, aus der angenommenen
Gleichheit der mittleren Unterkiihlung ergibt [4]. Fiir den allgemeinen Fall folgt aus AT = EB

. b |l ) (sing, ) (_sing, 8
(ma|+pmgprc. + B~ c,1+ BP(.) T =T IR YT ®)

Dies ist eine nicht-lineare, implizite Bestimmungsgleichung fiirf,.

SchluBfolgerungen

Die Ergebnisse dieser Arbeit kénnen wie fol gt zusammengefalit werden:

e Fir alle bisher untersuchten Fille besitzt das Gleichungssystem (4a-d) eine Losung. Diese Lo-
sung héngt von folgenden Parametern ab: f,, Pg, k,, ky, C... Sie ist unabhingig von Cg!

Fiir C_ = Cg und kleine Pécletzahlen ist die allgemeine Losung mit der des JH-Modells identisch.

Je groBer der Unterschied zwischen C. und Cg, desto groBer ist auch der Unterschied zwischen
JH-Modell und allgemeinem Modell.

e Fiir hohe Pécletzahlen kann es in unsymmetrischen Fillen (k, # ky) zu einer Konzentrationsinver-
sion vor der Front kommen.

e Auch das allgemeine Skalierungsgesetz des eutektischen Wachstums (Gleichung (7)) ist unab-
hingig von Cg. Es héingt neben Jo Pr, ks kg, C_ von m, mg, ([,sind,), (I'y'sinBy) und D ab. Fiir
hohe Pécletzahlen sagt es eine Abweichung von der Konstanz des Ausdrucks A2V voraus. Tritt
eine Konzentrationsinversion auf, so existiert eine obere Grenz-Pécletzahl, oberhalb derer der
Ausdruck A?V negativ wird. Hier ist entweder die Voraussetzung einer ebenen Front oder das
Prinzip der minimalen Unterkiihlung nicht mehr giiltig.

e Die Phasenanteile f, und f; konnen grundsitzlich nicht aus der Stofferhaltung hergeleitet werden!
Vielmehr liefert die Annahme gleicher Grenzflichentemperaturen eine nicht-lineare, implizite
Bestimmungsgleichung fiir f,. Hier ist die Kenntnis von Cg, erforderlich.
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